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In terms of sustainability of insurance firms’ existence, fitting the total loss
distribution of non-life branches is an important issue. Damage amount and
damage frequency distributions which are consisting the total damage must be
known to determine this total loss distribution. In this paper, we have used an
insurance firm’s quarterly data set of 2009-2013 years period regarding to accident
branch which is a kind of non-life insurance branch and tried to calculate total loss
probabilities. The recursive method (Panjer Method) first studied out by Panjer
have been used to calculate total loss probabilities. In consequence of all
calculations the total loss level of the firm have been determined.

KOLEKTIF RiSK MODELI iLE HALKA ACIK BiR SIGORTA SIRKETININ
TOPLAM HASAR MIKTARININ OLCULMESI

Anahtar Kelimeler
Panjer 6zyineleme
yontemi, kolektif risk
modeli, hayat digi
sigortalar, toplam hasar
miktari, sigorta sirketi.

JEL Siniflandirmasi
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OzZET

Sigorta sirketlerinin varlklarini strdirebilmeleri agisindan hayat disi branslarda
toplam hasarin dagiliminin  bulunmasi 6nemli bir konudur. Bu dagilimin
belirlenebilmesi igin toplam hasari meydana getiren hasar miktarlari ve hasar
sayilarinin dagilimlarinin belirlenmesi gerekmektedir. Bu ¢alismada bir sigorta
sirketinin hayat digi branglarindan biri olan kaza bransina iliskin olarak 2009-2013
yillarina ait c¢eyrek donemlik verileri kullanilarak toplam hasar olasiliklari
hesaplanmaya c¢alisilmistir. Toplam hasar olasiliklarini hesaplamak igin Panjer
tarafindan ortaya atilan 6zyineleme yontemi (Panjer Yontemi) kullanilmigtir. Yapilan
hesaplamalar neticesinde sirketin toplam hasar seviyesi belirlenmistir.
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1. GIRIS

Sigorta sirketleri agisindan en o6nemli risk, toplanan primlerin hasar 6demelerini
karsilamamasi sonucu ortaya ¢ikmaktadir. Reasirans sirketleri araciligi ile riski transfer
etmeye calisan sirketler icin 6nemli olan toplam hasar miktarinin dogru tahmin
edilebilmesidir. Dogal afetler (deprem, sel, heyelan gibi ), salgin hastaliklar, savas gibi
ender gorilen ancak biyik kayiplara yol agan risklere ve finansal risklere karsi énlem
almak, sigorta sirketinin devamhligi agisindan blyik 6nem tasimaktadir.

Cramer (Cramer, 1930), savas, salgin dogal afet vb. sebeplerden gergeklesen asiri dlimler
gibi dis riskler ve herhangi bir belirli sebebe baglanamayan ve yliksek kayiplara yol agan
rassal dalgalanmalari sigorta riski olarak tanimlamistir. Bu rassal riskten korunabilmek icin
gerekli olan hesaplar risk teorisinin dogmasini saglamistir. Risk teorisi icin bireysel risk
modeli (Klasik) ve kolektif risk modeli olmak lzere iki farkh anlayis ortaya ¢ikmistir.
Bireysel risk modeli, portféylin toplam kayip veya kazancini hesaplamak igin her bir
sigortalinin kayip/kazancinin ayri ayri degerlendirilerek toplanmasi ile portfoy icin
kayip/kazang¢ tahminini yapmaktadir. Kolektif risk modeli ise toplam riski bir bitiin olarak
ele almaktadir.

Kolektif risk modeli ilk olarak isvicreli aktiier Filip Lundberg tarafindan 6nerilmis
sonrasinda Cramer (1930), Arfwedson (1955), Segerdahl (1939), Saxen (1948), Esscher
(1964), Ammeter (1948), O. Lundberg (1930), de Finetti (1937), Thepaut (1933), Wyss
(1953) ve Pentikainen (1947) tarafindan gelistirilmistir. Kolektif risk modeli iki problemi
gozoénine alir: toplam kazancin veya bir portféyin toplam hasar sayisinin dagilim
fonksiyonunu bulmak ve toplam riske ait risk rezervinin kullanilacagi olasihigini bulmakt
(Kahn, 1962). Kollektif risk modelinin sirket verilerine uygulanabilmesi igin Esscher
metodu, Normal etkili seriler metodu, Erlang Modeli, Panjer yontemi gibi matematiksel
modeller dnerilmistir.

Bu calismanin amaci, Tiirkiye’de faaliyet gosteren bir sigorta sirketinin kaza sigortasi icin
toplam hasar miktarini, sirketin 2009- 2013 donemine ait verileri kullanilarak Panjer
yontemi yardimiyla belirlemektir. Bunun icin ilk olarak kolektif risk modeli ele alinacak
devaminda ise Panjer yontemi hakkinda bilgi verilecektir

2. KOLEKTIF RiSK MODELI

Bir sigorta sirketi icin karsilasilabilecek toplam hasarin tahmin edilmesi sirket icin hayati
onem arz etmektedir. Clinkii tahmin edilemeyen yiliksek hasarlar sigorta sirketini iflasa
strikleyebilir.

Toplam hasarin  tahmin edilmesinde kolektif risk modellemesi yaygin olarak
kullanilmaktadir. Kolektif risk modelinde N toplam hasar sayisini ve X;'ler (i=1,2,3,...N)
sigorta riskine ait belirli bir zaman arali§inda bir portféyde meydana gelen hasar miktarini
gostermek lizere, toplam hasar miktari

N
S:X1 +X2+X3+"'.+XN=ZXL' (1)
i=1
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seklinde ifade edilmektedir (Dickson, 2006).Kolektif risk modelinin varsayimlari asagidaki
gibidir:

1. X;'ler ayni dagilima sahip rassal degiskenlerdir.

2. X, rassal degiskenlerinin ortak dagilimi N’ye bagh degildir.

3. N’nindagihmi X;, X,, X5,.... Xy degerlerine bagli degildir (Klugman, 2012).

Belirli bir zaman araliginda karsilasilabilecek toplam hasarin tahmin edilebilmesi igin
toplam hasarin tahmin edilebilmesi icin toplam hasar dagiliminin belirlenmesi gerekir.
Toplam hasar dagiliminin belirlenmesinde izlenecek yaklasim,
e Verilere dayanan N i¢in bir dagilm 6nermek
e Verilere dayanan X;'ler (i=1,2,3,...N) i¢in bir dagihm énermek
e Buiki dagihmi kullanarak toplam hasar S nin dagilimini bulmak icin gerekli
hesaplamalari elde etmek

seklinde siralanabilir (irven, 2011).
3. PANJER YONTEMI

Panjer tarafindan kesfedilen bu yaklasim, hasar olasiliklarini hesaplamak icin yaygin olarak
kullanilan bir yéntem olmustur. Bu yaklasimin, simdiye kadar olan yaklasimlardan ¢ok daha
Ustiin ve gercekgi bir alternatif olmasinin yani sira programlanmasi da kolaydir (irven,
2011).

Panjer metotu daha geleneksel olan Monte Carlo simiilasyon yontemlerine bir alternatif
olarak dustnulebilir. Ayni zamanda risk teorisi metotlarina da bir alternatiftir. Panjer
yonteminin en biyilk avantaji, bir blok halindeki policelere iliskin verilen hasarlarin
dagihmlarinin toplam birlestirilmis halleri daha cabuk ve direkt olarak hesaplayabilmektir.
Dolayisiyla Panjer metotu bir sigorta sirketinin konservasyon seviyesini belirlemede ve
reastrans politikalarini olusturmada oldukga kullanislidir. (Spencer, 2000)

Bu yontemde 6nceden hesaplanmis toplam hasar siddetinin 0 olma olasiligi vardir. Bliyik
portfoyler icin bu olasilik ¢ok kiiguktir, hatta o kadar kigliktlr bilgisayarlarin tanidigi en
kiicik rakamin altinda kalmaktadir ve bu bilgisayar ortaminda yapilan hesaplamalarda
sorunlar yaratmaktadir. Clinkl bilgisayar tanimadigi bu kiicik rakam icin mecburen 0
degerini almaktadir. Bu sorunu ortadan kaldirmak icin bir ka¢ farkli calisma yapilmistir.
Bunun yaninda bu yontemde ortaya c¢ikan baska bir sorun ise degerlerin yuvarlanmasidir.
Bilgisayar ortaminda virgllden sonra taninan hane sayisi belirlidir ve bu ydntemin
ihtiyaclarini karsilayabildigi durumlar ortaya ¢ikmaktadir. Yuvarlamalar sonucunda belli bir
hata payi ortaya ¢cikmaktadir ve buradaki en bilyilik sorun bu hata payinin ne kadar hizh
blyldigudir. Hata paylari ayr bir inceleme konusudur ve Uzerine bir ¢ok calisma
yapilmistir (Dogan, 2010).

Panjer yontemi, hayat digi aktUeryal gergek yasamda goriinen hasar olasiliklarinin bitiin
parametrik versiyonlari X,’'larin dagihminin, yaklasik olarak kesikli hale getirilerek , 6zyineli
olarak hesaplanabilmesi esasina dayanmaktadir. X, ’larin dagilimi siirekli bir dagihm
oldugunda, bu dagihm kesikli hale getirilmelidir ki bunun icin en kolay yaklagim, dagihm
actkligl olan uygun bir h 6lgim birimi UGzerinden yuvarlama yontemi uygulayarak kesikli
hasar miktari dagihmini olusturmaktir. Yuvarlama yéntemi, ( j+1)h ile jh arasindaki olasilig
béliip, en yakin uygun olan dagilim acikligina bitiin miktarlari yuvarlamaktadir. (irven,
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2011) Nitekim bu yéntem araciligiyla, stirekli olan hasar miktari dagilimi, belirli araliklar
dahilinde

f0=P(X<g>=FX(g—0)

. h L h
fj=P<]h—ESX<jh+§)

. h _h ,
=Fx(lh+§_0)—Fx<]h—§—0). j=1.2,..

olacak sekilde kesikli hale getirilerek j=0,1,2,.... icin jh’de yer alan f; olasiliklari
bulunmaktadir (Klugman, 2004).

Hayat disi sigortalarda kolektif risk modellemesiyle toplam hasar degiskeninin dagiliminin
belirlenmesinde, toplam hasar sayisi olan K’'nin dagilimina iliskin 6ne ¢ikan en 6nemli
dagihmlari (a, b, 0) sinifi Gyeliginde olan dagihmlar olusturmaktadir. Frekans dagihmi olan,
kesikli bir rassal degiskenin olasilik fonksiyonu olup py

ifadesine gore a ve b sabitlerinin var olmasini saglayan iki parametreli (g, b, 0) dagilimlar
sinifinin bir Gyesidir (Klugman, 2004).

Panjer’in 6zyinelemesi, dagihmdaki basarili olasiliklarin nispi buyukltklerini tanimlar.
Sifirdaki olasilik, po, Ozyineleme formilinden elde edilebilir, c¢linki olasiliklar 1'e
tamamlanmalidir. Bu bir sinirlama kosulu saglamaktadir. Bir (a, b, 0) sinif dagilim,
parametreleri a ve b olan iki parametreli siniftir. Poisson, Binom ve Negatif Binom, icin
olasilik fonksiyonunda sol taraftaki degerler yerine konularak, bu t¢ dagilimin her birinin
Ozyinelemeyi sagladigl gorilmektedir. a ve b degerleri tabloda verildigi sekilde elde
edilmektedir. Ayni zamanda tabloda, 6zyineleme igin baslangi¢c degeri olan pg degerleri de
yer almaktadir. Tabloda yer alan Geometrik dagihm negatif binom dagiliminin r=1 olmasi
durumundaki 6zel halidir. Asagidaki tabloda s6z konusu 6zyineleme formiliini saglayan
olasi dagilimlar yer almaktadir.
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Tablo 1: (a,b,0) Sinifindaki Dagilimlar igin a, b ve Baslangi¢ Degerleri

Distribution a b Po
Poisson 0 A e~
Binomial "“1ng (m+ 1)1%(2 (1—gq)™
ST B B _
— — 1) — 1 T
Negative binomial T 'E 5 (r—1) T (1+58)
. 0 14 -1
Geometric 173 (. _ B)

Ozyineleme formiilii asagidaki gibi yazilabilir:
145

Pr-1

k

=ak+b, k=1273,..

Esitligin sol tarafi, k'ya bagl bir lineer fonksiyondur. Tabloda Poisson dagilimi igin diiz
gizginin egimi yani a'st 0 dir. Binom dagilimi igin negatif, Negatif Binom dagilimi ve
Geometrik dagihm igin ise pozitiftir. Bu bize hangi dagilmin daha iyi uyacagina karar verme

acisindan

grafiksel bir gosterim sunmaktadir. Eger bu modellerden biri secilecekse

gozlemlenen degerler yaklasik bir diiz dogru olusturmalidir ve egimin degeri hangi modelin
secilmesi gerektigine dair bir gosterge olacaktir. Asagidaki gosterimler dikkate alinarak
toplam hasar miktarlarinin dagilimlari N'in dagilimina gore degisen sekilde verilecektir:

(Klugman, 2004). Gosterimler;

P(X=k) = x(k), kEN
P(Z=j) = z(j), jENo

N~P(A) icin Panjerin 6zyinelemeli formilu araciligiyla toplam hasar miktari Z'nin dagilimi,

J
z(Gj+1) =1+le zG—Dx(+1D(E+1), j € Ny; 2z(0) =e?
i=0

N~NB(r,p) icin Panjerin Ozyinelemeli formili aracihgiyla toplam hasar miktari Z'nin

dagihmi,

j
z(j+1) =j+%;z(i—i)X(i+1)(1—P)((i—l')+r-(i+1)), j € No; z(0) =p"
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4. HASAR MIKTARININ BELIRLENMESi

Halka acik bir sigorta sirketinin 2009 — 2013 donemine ait kaza sigortasi verileri
kullanilarak toplam hasarin dagihmi bulunmaya ve toplam hasarin belirlenmesine
cahsilmistir. Uygulama dort asama seklinde gercgeklestirilmistir.

a. Hasar miktarlarinin dagiiminin bulunmasi - Oncelikle kaza sigortasina ait
verilerin dagilimi incelenmis ve normal dagilima uydugu tespit edilmistir. islemler
R’de “fitdistrplus” paketi kullanilarak yapilmistir (Delignette-Muller, 2013).

Sekil 1: Hasar Miktarlari Dagilimi

Empirical and theoretical distr.

0 5 10 15

Density

T
0 2 4 6 8§ 10 12 4

Empirical quantiles
2 12
LILIL
=

Data Theoretical quantiles

Empirical and theoretical CDFs P-P plot

1.0

CDF
0.0
1111
Empirical probabilities
0.0
L1111

1.0

| | | | |
02 04 06 08 10

Data Thearetical probabilities

Parameters :

estimate 5td. Error
mean 6.750102 0.8B30526
sd 3.746475 0.6244123
Loglikelihood: -49.31557 AIC: 102.6311 BIC: 104.4119
Correlation matrix:

mean sd

mean 1.000000e+00 9.794634e-10
sd 9.794634e-10 1.000000e+00

b. Hasar miktari dagiliminin kesiklilestirilmesi - Bu asamada bulunan dagilm

kesiklilestirilerek panjer uygulamasinda kullanilir hale getirilmistir. Kesiklilestirme
islemlerinde R’nin “actuar” paketi kullaniimistir (Dutang, 2008).
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Sekil 2: Hasar Miktari Kesiklilestirilmis Durum
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Index

c. Hasar Sikhiklari Dagiliminin Bulunmasi - Hasar sikliklarinin A=128.352 olan
poisson dagilimina uydugu tespit edilmistir.

Sekil 3: Hasar Sikliklari Dagilimi

Emp. and theo. distr. Emp. and theo. CDFs
—— empirical ]
— — theoretical
o« _|
él'_ | [
= = —
o 8 | S
(o]
s | o o — g
o T T T T T = T T T T T
50000 150000 250000 50000 150000 250000
Data Data

Fitting of the distribution ’ pois " by maximum likelihood
Parameters :
estimate Std. Error
lambda 128352.7 82.85721
Loglikelihood: -420941.7 AIC: 8418854 BIC: 341886.2
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d. Bulunan hasar sikliklari dagilimi ve kesiklilestirilen hasar miktari dagilimi
kullanilarak Panjer modelinin uygulanmasi - Panjer uygulamasinda ve
kesiklilestirme islemlerinde R’nin “actuar” paketi kullaniimistir (Dutang, 2008).
Yapilan hesaplamalarda E-332’nin altindaki sayilari O olarak aldigindan
“underflow” problemi ortaya ¢ikmaktadir ve bu sebeple panjer 6zyinelemesi
baslayamamaktadir. Poisson icin Panjer ifadesi,

f(0) = e—/l(l—p(o);

£ =2 AhpfCx b
h=1

seklinde oldugundan bilgisayarin kisitlamalarina takilmamak icin (1-p(0))>727 olacak
sekilde islem yapmak gerekmektedir (Kaas, 2008).

Bu problemi asmak icin hesaplamalarin daha kigik bir A igin yapilmasi ve sonrasinda
bulunan sonucun konvoliisyona tabi tutulmasi gerekmektedir. Yani burada N'nin 2" ‘e
bolliinmesi ve sonrasinda sonucun elde edilmesi icin n kez konvoliisyon uygulanmasi
onerilmektedir (Panjer, 2006). n ve A%,

A 128350

== T = 501,37

seklinde bulunabilir. A* = 501,37 alinir ve n=8 kez konvoliisyon uygulayarak hesaplamalar
yapildiginda asagidaki sonug bulunmustur.

)\*

Sekil 1: Toplam Hasar Miktari Birikimli Olasilik Dagilimi

F(s)

62535000 62540000 62545000 62550000 62555000 62560000 62565000 62570000 62575000 62580000
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5. SONUC

Yapilan bu calismada kaza sigortasi icin bulunan konvolisyon degerine gére hesaplanan
toplam hasarin 62.556.160 TL seviyesine cikabilecegi gozlemlenmistir. Dolayisiyla sigorta
sirketinin bu hasar miktarini g6z o©ninde bulundurarak rezervlerini dengelemesi
gerekmektedir. Bu ¢alisma sirketin ¢ok sayidaki sigorta bransindan biri igin yapilmis olup
diger sigorta branslari icin de yapilarak sigorta sirketinin tim portféylinin toplam hasar
beklentisi hesaplanabilecektir. Boylece sirket agisindan risk azaltilabilecektir.
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